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摘 要: 对六自由度机械臂进行了正运动学分析与求解，并提出了一套解决六自由度机械臂逆运动学问题的算

法，同时使能耗达到最少。首先从机械臂的结构特点出发，建立 D － H 坐标系，得到正运动学模型; 然后通过对
正运动学模型的可解性进行分析，采用矩阵逆乘的方法来得到机械臂逆运动学的完整析解; 再通过求极值的方

法来算出机械臂在运动过程中哪种运动轨迹耗能最少; 最后用求解实例的方法验证正运动学模型和逆运动学求

解的正确性。
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0 引言

我国是农业大国，每年收获所耗费的劳动力非常

多，机械臂就成为了替代人类工作的一种很好的工

具。机械臂是模仿人类手臂而设计的一种能够自动
运动的装置，用来实现抓取、收获等工作。它能够在
人类无法工作的环境下代替人类工作，并能够保证稳

定性，对提高生产效率和降低劳动成本都起到了非常

重要的作用，目前已经被应用在各个领域当中。
六自由度机械臂逆运动学求解问题是近几年来

国内外主要研究的热点之一。逆运动学求解的困难
程度直接与机械臂的结构有非常大的关系，许多学者

对六自由度机械臂逆运动学求解做出了非常大的贡

献。在求解逆运动学问题中，迭代法只能求出一组
解; 解析法虽然可以得到全部解，但是计算复杂; 人工

神经网络、遗传法等只是在理论上进行了研究，无法
保证解的精度和稳定性，很少用于机械臂的运动控制

当中。
为此，本文提出了一种能够有效地解决六自由度

机械臂逆运动学问题的实时算法，在分析机械臂运动

特性的基础上，建立了 D － H 坐标系来研究机械臂的
运动学问题。首先建立机械臂正运动学模型，然后采
用矩阵逆乘的方法来求解逆运动学问题，最后进行仿

真实验，验证了机械臂正运动学模型和逆运动学求解
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的正确性。

1 正运动学模型

机械臂正运动学求解是已知机械臂各个关节的

角度，来求取机械臂末端操作器的期望位置，主要是

利用 D － H 坐标系。一般思路是: 首先，在各个关节
建立参考坐标系; 然后确定每两个相邻的坐标系之间

的关系; 最后，得出机械臂总变换矩阵。
1． 1 D －H坐标系的建立
本文以六自由度机械臂为研究对象，如图 1 所

示。其中，每个舵机都可以单独工作。根据机械臂的
结构特点，使用 D － H 方法建立基础坐标系，x0 － z0
表示机械臂的底座，再依次建立关节 2 － 6 的坐标系，
x6 － z6 表示机械臂的末端操作器，如图 2 所示。

图 1 六自由度机械臂

Fig． 1 Six degrees of freedom mechanical arm

1． 2 正运动学求解
在 D － H坐标系建立后，根据相邻连杆之间的位

·15·

2016 年 12 月 农 机 化 研 究 第 12 期

DOI:10.13427/j.cnki.njyi.2016.12.010



置关系，确定 D － H 参数。机械臂各个关节的参数如
表 1 所示。其中，θ为连杆转角; d 为 z 轴上两条相邻

公垂线的距离; α为每一条公垂线的长度; 为关节轴
线之间的夹角。

图 2 六自由度机械臂坐标系的建立

Fig． 2 The establishment of a six degrees of freedom mechanical arm coordinate syste

表 1 D － H参数

Table 1 D － H parameter

相邻的两个坐标系 θ d a 

0 － 1 θ 1 0 a 1 90°

1 － 2 θ 2 0 a 2 0

2 － 3 θ 3 0 a 3 0

3 － 4 θ 4 － d4 a 4 90°

4 － 5 θ 5 d5 0 90°

5 － 6 θ 6 0 0 0

机械臂相邻相邻两个关节坐标系的齐次变换矩阵

通式为

Ai+1 =

cosθi+1 － sinθi+1 cosi+1 sinθi+1 sini+1 ai+1 cosθi+1

sinθi+1 cosθi+1 cosi+1 － cosθi+1 sini+1 ai+1 sinθi+1

0 sini+1 cosi+1 di+1









0 0 0 1

×

0T6 = A1A2A3A4A5A6 =

nx ox ax px

ny oy ay py

nz oz az pz









0 0 0 1

( 1)

其中，Ai+1 表示坐标系 i + 1 相对于 i的关系，i = 1，
…，6。
将 D － H 参数代入该公式，得到正运动学方程。

其末端操作器相对于基座的变换方程为

nx = C1C234C5 + S1S( )
5 C6 + C1S234S6

ny = S1C234C5 － C1S( )
5 C6 + S1S234S6

nz = S234C5C6 － C234S6

ox = － C1C234C5 + S1S( )
5 S6 + C1S234C6

oy = － S1C234C5 － C1S( )
5 S6 + S1S123C6

oz = － S234C5S6 － C234C6

ax = C1C234S5 － S1C5

ay = S1C234S5 + C1C5

az = S234S5

px = C1S234d5 － S1d4 + C1C234a4 + C1C23a3 + C1C2a2 +
C1a1

py = S1S234d5 + C1d4 + S1C234a4 + S1C23a3 + S1C2a2 +
S1a1 pz = － C234d5 + S234a4 + S23a3 + S2a2 ( 2)
其中，正余弦预算符号在书写上做了简化，如 S1 =

sinθ1，C1 = cosθ1，S234 = sin( θ2 + θ3 + θ4 ) 。

2 逆运动学求解及最优控制

逆运动学求解是根基机械臂末端操作器预计位

置，求出每个关节变量平移和旋转地数值，是正运动

学的反向求解过程。正运动学求解比较简单而且解
唯一; 逆运动学求解相对复杂可能存在多解、唯一和
无解的情况。本文介绍了一种根据运动学正解，采用
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矩阵逆乘来求解逆运动的方法。
2． 1 求解关节角 θ1、θ2 和 θ3
使用矩阵逆乘法求解逆运动学，用 A－1

1 左乘式

( 1) ，可以得到
A－1
1

0T6 = 1T6 = A2A3A4A5A6 ( 3)
让方程两边矩阵的第 3 行第 4 列对应相等，可得

S1px － C1py = － d4 ( 4)

对等式两边同时除以 p2x + p2槡 y ，则公式可化为

S1C － C1S =
－ d4

p2x + p2槡 y

( 5)

化简得 S(  － θ1 ) =
－ d4

p2x + p2槡 y

，进而可以解得

 － θ1 = arcsin
－ d4

p2x + p2槡
[ ]

y

( 6)

 = atan2 py
p[ ]
x

( 7)

最后求得

θ1 = atan2 pyp( )
x － atan2［d4，± p2x + p2y － d槡 2

4 ］ ( 8)

让方程两端的第 1 行第 3 列对应相等，第 2 行第 3
列对应相等，可得到

C1ax + S1ay = C234S5 ( 9)

az = S234S5 ( 10{ )

在式( 9) 两边同时乘以 S234 ，在式( 10) 两边同时乘

以 C234 ，可以得到

( C1ax + S1ay ) S234 = C234az ( 11)
化简得

tanθ234 =
az

C1ax + S1ay
( 12)

让方程第 1 行第 4 列与第 2 行第 4 列分 别对应相
等，可知

C1px + S1py － a1 = S234d5 + C234a4 + C23a3 + C2a2 ( 13)

pz = － C234d5 + S234a4 + S23a3 + S2a2 ( 14{ )

移项化简为

C1px + S1py － a1 － S234d5 － C234a4 = C23a3 + C2a2 ( 15)

pz + C234d5 － S234a4 = S23a3 + S2a2 ( 16)

令 X1 = C1px + S1py － a1 － S234d5 － C234a4 ( 17)

X2 = pz + C234d5 － S234a4 ( 18)

所以，X 1和 X 2是已知量，对两边同时平方相加得

X2
1 + X2

2 = C2
23a

2
3 + S2

23a
2
3 + C2

2a
2
2 + S2

2a
2
2 +

2a2a3 ( C23C2 + S23S2 ) ( 19)
最后可得

θ3 = atan2( S3，C3 )

C3 = { ( C1px + S1py － S234d5 － C234a4 － a1 )
2 +

( pz + C234d5 － S234a4 )
2 － a2

2 － a2
3 } /2a2a3

S3 = ± 1 － C槡













2
3

( 20)
对式( 20) 继续化简可得

θ2 = atan2( S2，C2 )

S2 =
( a2 + C3a3 ) B － S3a3A
( a2 + C3a3 )

2 + S2
3a

2
3

C2 =
( a2 + C3a3 ) A + S3a3B
( a2 + C3a3 )

2 + S2
3a

2
3

A = pxC1 + pyS1 － S234d5 － C234a4 － a1

B = pz + C234d5 － S234a

















4

( 21)

2． 2 求解关节角 θ4、θ5 和 θ6
因为 θ2 和 θ3 已经知道，所以得

θ4 = θ234 － θ2 － θ3
对式子 ＲTH 两边连续乘以 A1 － A4 的逆矩阵，可得

A－1
4 A－1

3 A－1
2 A－1

1
ＲTH = A5A6 ( 22)

让式( 22) 中第 1 行第 3 列与第 2 行第 3 列分别对
应相等，可知

θ5 = atan2( S5，C5 )

S5 = C1C234ax + S1C234ay + S234az

C5 = C1ay － S1a
{

x

( 23)

最后，用 A － 1
5 分别乘以式( 22) 两端，再让第 2 行第

1 列和第 2 行地位列分别对应相等可得
θ6 = atan2( S6，C6 )

S6 = S234 ( C1nx + S1ny ) － C234nz

C6 = S234 ( C1ox + S1oy ) － C234o
{

z

( 24)

2． 3 最优控制
机械臂逆运动学的解不是唯一确定的，在计算出

所有解之后，由于关节运动范围限制要将其中一部分

解舍去，在剩下的解当中通常选取一个最理想的接近

当前机械臂的解，而选取最理想解的方法通常选用最

优控制理论。最优控制就是在给定条件下对给定的
受控系统确定一种控制率，使该系统相应于预先设定

的性能指标具有最优值。控制系统最优化问题包括
性能指标的合理选择及最优化控制系统的设计，而性

能指标在很大程度上决定了最优控制性能和最优控

制形成。下面先对最优控制理论做一个简单的介绍。
假定由下面的微分方程构成动态系统，则

x( t) = f( t，x( t) ，u( t) ) t∈［0，T］ ( 25)
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其中，x( t) = ［x1 ( t) ，． ． ．，xr ( t) ］
T 为 t 时刻的状

态 向 量; x( t) = dx( t) /dt; u( t) =
［u1 ( t) ，． ． ．，un ( t) ］

T 为 t 时刻的控制控制向量; f =
［f1，． ． ．，fr］

T 为给定的连续可微的函数。
本方程表示系统从 t = 0 时刻开始工作，一直到 t

= T，T为末端时间。通过这个方程，根据能量关系，
可以得到下面的目标函数，即

G0 ( u) = ( x( T) ) + ∫
T

0
ε［t，x( t) ，u( t) ］dt ( 26)

最优控制理论其实就是极值原理和最优原理。以
机械臂底座为坐标原点，通过正运动学分析，可以知道

末端操作器相对于原点的位置方程为

q6x = C1S234d5 － S1d4 + C1C234a4 + C1C23a4 +

C1C2a2 + C1a1

q6y = S1S234d5 + C1d4 + S1C234a4 + S1C23a3 +

S1C2a2 + S1a1

q6z = － C234d5 + S234a4 + S23a3 + S2a













2

( 27)

其中，( q6x，q
6
y，q

6
z ) 代表了机械臂末端操作器的位

置方程。通过末端操作器的位置方程可以看出末端位
置的确定只与每个关节旋转地角度有关，想要达到能

耗最少只要使机械臂关节旋转的角度总和最少即可。
所以，最 优 控 制 方 程 就 可 以 化 简 成 G0 ( u) =
( x( x( T) ) ) 形式，即

limf( θ1，θ2，…，θn ) = lim∑
k

i = 2
θi θ∈［－ π，π］

( 28)
求出满足方程式( 28) 的极小值的各个角度，即为

机械耗能最少时每个舵机应转动的角度。

3 求解实例分析

与正运动学相比，逆运动学求解更难，但是对机

械臂的运动却更加重要，它是轨迹规划的一个非常重

要的环节。所以，必须对其进行具体求解实例分析，
具体过程如下:

首先，知道机械臂的各个参数分别为 a1 = 0． 040m，
a2 = 0． 043m，a3 = 0． 047m，a4 = 0． 044m d4 = 0 ．
072m，d5 = 0． 045m。假设机械臂的各个关节角的最

初角度为 0、π3 、－ π6 、－ π6 、
π
2 、0 。将其代入正运动

学方程中，可以得到末端的矩阵方程为

ＲTH =

0 0 1． 0000 1． 0964
－ 1． 0000 0 0 0． 2000

0 － 1． 0000 0 1． 1892











0 0 0 1． 0000

用 MatLab可以绘制出当前机械臂的位姿，如图 3
所示。

图 3 已知各个关节角的机械臂的位姿

Fig． 3 Known position of each joint Angle of mechanical arm

假设机械臂当前各个舵机的角度都为 0，要使末端
操作器到达满足上述的终点位置，将终点矩阵方程代

入逆运动学方程中，可以得到 8 组解，如表 2 所示。
表 2 逆运动学的解

Table 2 The inverse kinematics solution

解的分支 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

1 0 0． 789 9 0． 532 7 － 1． 309 9 1． 569 9 0

2 无解

3 0 1． 050 1 － 0． 532 7 － 0． 532 7 1． 569 9 0

4 无解

5 － 2． 779 9 2． 049 9 0． 910 2 0． 190 3 1． 210 2 － 3． 139 8

6 － 2，779 9 2． 380 9 － 0． 910 2 1． 539 9 1． 210 2 － 3． 139 8

7 无解

8 无解
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由表 2 可知: 第 1、3、5、6 组解是存在的，并且其
中第 3 组解和之前已经知道的 6 个角度非常接近，也
满足式( 28) ，可以作为最优解。这说明了前面所提出
的逆运动学求解方法与最优控制算法的正确性，还说

明了从关节空间到笛卡尔坐标系之间是一种复映射

关系，即多对一的映射关系。第 2、4、7、8 组解无解说
明了机械臂的结构不能满足条件，适当选取齐次矩

阵，这几组解将有可能存在。由于逆运动学具有多解
的可能性，在日程生产应用当中，还要考虑机械臂的

工作环境、空间及初始位姿等条件来选择合适的解。

4 结论

首先按照机械臂的结构特点建立了运动学模型。
然后，通过对正运动学方程的分析，提出了矩阵逆乘

的方法来求解逆运动学方程。在已知末端操作器位
姿的情况下求出每个关节的旋转角度，并通过求极值

的方法求出机械臂运动的最优路径。最后，通过具体
的角度计算证明了这种方法的准确性，并且充分说明

了关节空间到笛卡尔坐标系之间的多对一关系。本
研究为机械臂轨迹规划算法的研究提供了非常重要

的理论依据。
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The Solution to Inverse Kinematics About Six Degrees of
Freedom Mechanical Arm

Guo Zhiqiang，Cui Tianshi，Lv Xinchao，Zhang Zhen，Li Gelun，Li Sida
( Northeast Agricultural University，Harbin 150030，China)

Abstract: At present，the application of mechanical arm is more and more widely． Forward kinematics of six degrees of
freedom mechanical arm is analyzed and solved in this paper，and a set of algorithms to solve the problem of inverse kine-
matics of six degrees of freedom mechanical arm is proposed，at the same time to achieve a minimum energy consump-
tion． First of all，the d － h coordinate system is established according to the structure characteristics of mechanical arm，
then forward kinematics mode is achieved． Second the solvability of forward kinematics model is analyzed，then the com-
plete analysis solution of inverse kinematics of mechanical arm is get based on method of inverse matrix． Again by the
method of calculating extremum，which movement locus consumes energy least in the process of movement can be calcu-
lated． Finally through the method of solving instances，the correctness of the forward kinematics model and the solution of
inverse kinematics is validated．
Key words: six degrees of freedom mechanical arm; forward kinematics; inverse kinematics
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